Cap. 13. Derivarea/integrarea numerica a semnalelor experimentale
13.1 Generalitati

In cercetarea experimentali existd situatii practice in care se impune derivarea sau
integrarea unui semnal experimental. De exemplu, prin derivare, dintr-un semnal de descriere a
evolutiei temporale a vitezei se poate deduce evolutia temporald a semnalului de descriere a
acceleratiei si reciproc: prin integrare, dintr-un semnal de descriere a evolutiei temporale a
acceleratiei se poate deduce evolutia temporald a semnalului de descriere a vitezei.

Asemanator, prin integrare, din semnalul de descriere a deplasarii se poate obtine
semnalul de evolutie a vitezei.

Traditional, pana in momentul aparitiei sistemelor de calcul numeric, derivarea si
integrarea  semnalelor se facea in format exclusiv analogic, cu dispozitive electronice
specializate.

13.2  Aspecte ale derivarii numerice

Fie descrierea evolutiei temporale y(t) a unei functii dependente de timp. Derivata acestei
evolutii in raport cu timpul se prezinta in forma teoretica:

dy

(13.1) y =

Tn conditiile descrierii numerice a acestei functii prin valorile discrete: y1,yz, ....yi, Yi+t ,
...yn la momentele de timp (parametrul functiei): t1 , t2, .....ti , tiv1 ,...tn ,expresia (13.1) se poate
aproxima prin diferente finite cu expresia generica:

. d A i—Yi— .
(13.2) y = L xX Y0001 oy o4
dt At ti—ti_4

De reguld numitorul ultimei forme a expresiei (13.2) este chiar timpul de esantionare (Cu
ti - ti.u = A¢) cel mai adesea constant pentru orice valoare i.
Forma (13.2) a derivatei numerice se poate implementa foarte facil in practica.
Descrierea numerica a derivatei parametrului y se face cu valorile discrete descrise generic cu
expresia:

. )’i—)’i_
(13.3) y; ~ Y

la momentele de timp descrise generic cu expresia:

_ttti g
(13.4) tj = %
cu j=1i-1sii=2+n,aici n fiind numarul total de valori discrete ale functiei y caruia ii

corespunde un numar de n-1 valori discrete ale derivatei functiei.



Deoarece in derivare intervin cate doua valori succesive pentru functia y, cea mai corecta
descriere a timpului curent se face prin media aritmetica a doua valori temporale succesive.

13.3 Ilustrarea derivarii numerice prin simulare

Cea mai simpla ilustrare a derivarii se poate face pe un semnal cu evolugie armonica, pe baza
programului Matlab cu listing-ul prezentat mai jos.

Program derivare numerica multipla

clear all;close all;k=1;
for i=0:0.01:3

x(k)=1i;y(k)=0+sin (2*1) ; k=k+1;
end
plot(x,y,'k','LineWidth',1.5);hold on
diml=size (x),;dim=diml (2)
for i=1:dim-1

y1(1)=(y(i+1)-y (1)) /(x(i+1)-x (1)) ;xL(i)=x(1i)+(x(i+1)-x(1))/2;
end
plot(x1l,yl,'k', 'LineWidth',1.5);hold on;
diml=size(yl);dim=diml (2)
for i=1l:dim-1

y2 (1)=(yl (i+1)-y1(i))/(x1(i+1)-x1(1));x2(1)=x1(1i)+(x1(i+1)-x1(1i))/2;
end
plot (x2,y2,'k"','LineWidth',1.5);hold on;
diml=size(y2);dim=diml (2)
for i=1:dim-1

y3(1)=(y2 (1+1)-y2 (1)) /(x2 (1+1)-x2 (1)) ;x3(1)=x2 (1) + (x2 (i+1)-x2(1))/2;
end
plot (x3,y3,'k"', 'LineWidth',1.5);hold on;grid

Title ('EVOLUTIE
EVOLUTIE SEMNAL ARMONIC SI DERIVATELE 1, 2 SI 3 ALE ACESTUIA
8 - : . . SEMNAL ARMONIC ST
: : DERIVATELE 1, 2 SI

3 ALE ACESTUIA'")
xlabel ('Excursie
timp [s]")
ylabel ('Excursie
elongatie semnal
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g

]
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$ end calculeaza
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reprezentarii unui semnal
armonic de amplitudine
unitard, pulsatie o = 2,
faza nula, cu durata de 3

5 05 " 5 ; S s secunde, timpul de
Excursie fmp [s] esantionare At = 0,01 s,
Figura 13.1 Rezultatul grafic al simularii derivarii numerice. pentru un numar de n =

301  valori discrete.
Acest semnal se reprezinta cu instructiunea plot imediat urmatoare, curba 1 pe figura 13.1 (in
matricea X se afla valorile timpului).



Al doilea ciclu for-end calculeaza valorile discrete ale derivatei de ordin unu ale functiei
(cu valori numerice aflate in matricea y, cu timpul descris in matricea x). Valorile numerice ale
derivatei de ordin unu (calculate pe baza expresiei (13.2)) se depun in matricea y1, valorile
numerice ale timpului (calculate pe baza expresiei (13.3)) se depun in matricea x1. Fiecare dintre
cele doua matrici contine cate n - 1 = 300 elemente (valori discrete), corespunzator celor 300 de
puncte cu care este definita si reprezentata grafic derivata de ordinul unu (curba 2 pe figura 13.1,
obtinuta prin executia instructiunii plot imediat urmatoare).

O comparatie intre curbele 1 si 2 demonstreaza imediat faptul cd maniera de derivare
numericd propusa este corectd. Derivata de ordinul unu al unui semnal reprezentat cu curba 1 si
descris cu relatia:

(13.5) y=1-sin(2-t+0)
este reprezentata cu curba 2 si descrisa cu relatia:
(13.6) y=1-2-cos(2-t+0)

Se observa faptul ca cele doua curbe au evolutie armonica, curba 2 fiind defazata cu 90 de
grade (sau decalata temporal cu un sfert de perioadad) fata de curba 1, avand amplitudinea dubla
(prin derivare pulsatia din argumentul functiei sinus devine factor de amplificare al amplitudinii
iar functia sinus se transforma in cosinus).

Pe considerente asemanatoare se poate continua demersul in determinarea derivatelor de
ordinul 2 si 3 (cu urmatoarele doud cicluri for-end din program) si reprezentarea conform
curbelor notate cu 3 respectiv 4 (fiecare dintre ele reprezentate cu 299 respectiv 298 puncte unite
prin segmente de dreapta). Pe considerentele expuse la comentariul relatiei (13.6) se observa ca
pentru fiecare derivare se schimba faza cu 90° si se dubleaza amplitudinea.

Practic daca curba 1 descrie evolutia elongatiei miscarii vibratorii a unui sistem (care se
asociaza fortei elastice) atunci curba 2 descrie evolufia vitezei (care se asociaza fortei de
amortizare vascoasd) iar curba 3 descrie evolutia acceleratiei miscarii (care se asociaza fortei de
inertic). Curba 4 (derivata de ordinul 3) nu are semnificatie fizica (sau daca are aceasta nu este
cunoscuta pana in prezent).

Validitatea metodei de derivare este confirmata si de reprezentarile din figura 13.2. Curba
1 este descrisa si reprezentata identic cu curba 1 din figura 13.1. Curbele 2, 3 si 4 sunt derivatele
calculate matematic de ordinul 1, 2 si 3. Reprezentarea din figura 13.2 a fost obtinuta prin rularea
programului Matlab cu listing-ul de mai jos:

Program derivare matematica multipla

clear all;close all;k=1;
for 1i=0:0.01:3
x(k)=1i;y(k)=0+sin(2*1) ;k=k+1;
end
plot (x,y,'k', 'LineWidth',1.5) ;hold on
k=1;clear('x"','y");
for 1i=0:0.01:3
x(k)=i;y(k)=2*cos (2*1i) ; k=k+1;%derivata de ordinul unu
end
plot (x,y, 'k', 'LineWidth',1.5) ;hold on
k=1;clear('x"','y");
for i=0:0.01:3
x(k)=i;y(k)=-4*sin (2*1i) ;k=k+1; %derivata de ordinul doi
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end
plot(x,vy,'k', 'LinewWid

th' , 1.5 ) ; o EVOLUTIE SEMNAL ARMONIC SI A DERIVATELOR 1, 2 SI 3 ALE ACESTUIA
T T T T

k=1;clear('x','y'");
for 1i=0:0.01:3

Title ('EVOLUTIE
SEMNAL ARMONIC ST A
DERIVATELOR 1, 2 SI 3
ALE ACESTUIA'")

xlabel ('Excursie timp

x(k)=1i;y(k)=- 6 4v”. R
8*cos (2*1) ; k=k+1; : ‘ 5
$derivata de ordinul 4r G O
trei = :
end gz o |
plot(x,vy, 'k', 'LineWid 3 |
th',1.5); g, |
grid %

b

[S]V) s ) : S . i
ylabel ('Excursie ' '

1 ' 1 1 1 1 |
elongatie semnal []'") 8, = . v L S !

Excursie imp [s]
Evident, figurile 13.1 Figura 13.2 Rezultatul grafic al simularii functiilor obfinute
si 13.2 sunt identice. prin derivare matematica.
In figura 13.3 se
prezinta un semnal rampad/panta (notat cu 1) precum si derivata numerica a acestuia (reprezentat
cu curba 2). Reprezentarile S-au obtinut prin rularea programului Matlab:

Program derivare numericd a unui semnal rampd/pantd

clear all;close all;k=1;
for i=0:0.01:4
x(k)=i;
if i<1l;y(k)=10*i;k=k+1l;else end
if i>=1;if i<2;y(k)=10-10* (i-1) ;k=k+1;else end; else end
if i>=2;if i<3;y(k)=10*(i-2) ;k=k+1l;else end; else end
if i>=3;if i<=4;y(k)=10-10*(i-3) ;k=k+1l;else end; else end
end
plot(x,y,'k', 'LineWidth',1.) ;hold on
diml=size (x);dim=diml (2)
for i=1:dim-1
vi1(i)=(y(i+1)-y(1))/(x(i+1)-x(1))
x1(1)=x(1i)+(x(1i+1)-x(1))/2;
end
plot (x1,y1,'k', 'Linewidth',1.5),;hold on;grid
title ('DERIVAREA NUMERICA A UNUI SEMNAL RAMPA/PANTA')
xlabel ('"Elongatie [ 1")
ylabel ('"Timp [s]')

Secventa marcata in program cu caractere ingrosate genereaza si reprezinta semnalul
rampd/pantd. Secventa marcatd cu caractere inclinate genereaza si reprezintd semnalul derivat
numeric. Se observa faptul ca un semnal rampa/panta se transforma prin derivare in semnal
rectangular alternant simetric.

Pe figura 13.3 se confirmd considerentele matematice cunoscute: derivata unei functii
ntr-un punct este egala cu panta matematica a tangentei la curba in respectivul punct.
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Ca remarca importantd: o constanta aditivd oarecare atasata expresiei matematice a unei functii

nu modificd alura derivatei
(derivata unei constante este
nuld). Aspectul poate fi
exemplificat grafic usor daca
se ruleaza programul anterior

in conditiile in care se
insereazd  imediat  dupa
secventa marcata cu caractere
ingrosate de exemplu
instructiunea y=y+3;.
Aspectul curbei 2 nu se
modifica.

13.4 Valorificare experi-
mentala

Utilitatea derivarii
numerice a fost foarte bine
ilustrata la laborator, in

DERIVAREA NUMERICA A UNUI SEMNAL RAMPA/PANTA
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Figura 13.3 Rezultatul grafic al simularii derivarii numerice
pentru un semnal rampa/panta.

lucrarea referitoare la masurarea asistatd de calculator a turatiei a arborelui principal de pe
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Figura 13.4 Exemplu de utilizare a derivarii numerice in cercetarea
experimentala asistatd de calculator.

energiei cinetice prin frecari).

strungul SNA 360.
Curba 1 de pe figura
13.4 prezinta evolutia
vitezei unghiulare
(amplificatd de 50 de
ori, in rad/s) pentru un
ciclu de cuplare

(In A) - decuplare (in
C) a cutiei de viteze.
Ulterior momentului
A turatia creste
progresiv (prin aport
de energie cineticd)
pana la valoarea de
palier din B
(constanta),  ulterior
momentului C turatia
scade, prin opririe
libera a cutiei de
viteze  (disipare a

Curba 2 de pe figura prezintd evolutia acceleratiei unghiulare (amplificatd de 100 de ori,
in rad/s?) dedusi prin derivare numerici a vitezei unghiulare (curba 1). Si in acest caz se observi
ca derivata respecta principiile cunoscute din analiza matematica:

- are valoare pozitiva Tnainte de instalarea pe palierul B, catd vreme viteza creste;
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- are valoare negativa dupa momentul C, asociata cu scaderea vitezei.

- are valoare medie nuld pe palierul B, asociata cu valoarea constanta a vitezei.

Utilitatea determinarii numerice a acceleratiei unghiulare rezulta imediat relativ la curba 3
din figura 13.4 care prezinta evolutia puterii electrice active absorbite de electromotorul de
actionare a cutiei de viteze in timpul procesului tranzitoriu descris de curba 1 (accelerare,
mentinere, decelerare). Prelevarea evolutiei puterii electrice active a fost tratatd teoretic in
capitolul 11 si experimental la laborator. Caracterul evolutiei puterii electrice active incepand
din momentul A péana la instalarea pe palierul B este strict legat (si explicat) de caracterul
evolutiei acceleratiei unghiulare (manifestat pregnant de véarfurile a si b). Componenta dinamica
a puterii mecanice absorbite de cutia de viteze de la rotorul electromotorului este proportionald
cu momentul dinamic. Acest moment dinamic este definit ca produsul dintre momentul de inertie
al cutiei de viteze si acceleratie. De aici corelatia dintre curbele 2 si 3 pe zona dintre momentul A
si momentul instalarii pe palierul B. Aspectul a fost cercetat pe larg la laborator.

Aspectele referitoare la obfinerea graficd a reprezentarii din figura 13.4 pe baza datelor
experimentale pot fi aprofundate prin studierea folderului Fig.13.4 atasat capitolului.

13.5 Integrarea numerica

Daca in capitolul 11 a fost introdusa integrala definitd Tn rezolvarea unei probleme
practice, aici vom aborda teoretic integrala nedefinita.

Pornim de la constatarea cd integrarea este operatia matematica cu finalitate inversa
derivarii. Mai exact spus din functia derivata se obtine prin integrare functia nederivata. Cu
referire la relatiile (13.2) respectiv (13.3) functia derivata (in cazul nostru functie de integrat) se
gaseste in membrul stang iar functia nederivata (functia rezultat al integrarii) se gaseste in
membrul drept. Relatia (13.3) poate fi rescrisa ca:

. Yi—Y;_ . .
(13.7) )’jzt:Til_ll = yizyj'(ti_ti—l)‘l'yi—l cuj=i-1

Sau reconsiderand ordinea indicilor i:

. Vi1 Vi : .
(13.8) )’jzﬁ = Y ®yi Cipa—t)+y; cuj=i

Sau schimband partial notatiile din (13.6):
(13.9) yith = ¥ (g — t) + Y™
in care y™ si yi™ sunt valoarile curenti si anterioara a functiei rezultat al integrarii, iar y#mt
este valoarea anterioara a functiei de integrat.
Tn relatia (13.9) y¥ nu poate fi definiti, ca atare aceasta se va considera ca fiind o constanta
oarecare. Aceasta este de fapt constanta de integrare din definitia integralei nedefinite.
Pentru o mai corectd descriere, in (13.9) se poate considera diferenta ti+1 - ti substituitd prin
timpul de esantionare A¢ in descrierea numericd a y®™t,
Evident in relatia (13.9) semnul = devine = daca At = ti+1-ti —0.
Cu o buni aproximatie momentul de timp curent al valorii Y™ poate fi considerat ti:1.
Validitatea relatiei (13.9) poate fi demonstrata imediat prin simulare grafica, de exemplu
ruland programul Matlab:



Program de jilustrare a integrarii numerice prin simulare (I)

clear all;close all;k=1;

for i=0:0.001:3.5
x(k)=1i;y(k)=0+sin(2*1) ;k=k+1;

end

plot (x,y, 'k', 'LineWidth',1);hold on

Secventa de mai sus calculeaza si reprezinta un semnal armonic de amplitudine unitara, pulsatie
2 rad/s si faza nula cu timp de esantionare A¢ = 0,001s (curba 1 pe figura 13.5).

diml=size (x),;dim=diml (2) ;
for i=1:dim-1
ydl (1) =(y (i+1)-y (1)) /(2 (i+1)-x (1)) ;xdl (i)=x (1) +(x(i+1) -
x(1))/2;xdl (1) =(x(1)+x(1i+1))/2;
end
plot (xdl,ydl, 'k', 'LineWidth',1.5);

Secventa de mai sus calculeaza si reprezinta derivata numerica a semnalului generat anterior
(curba 2 pe figura 13.5).

diml=size (xdl) ;dim=diml (2) ;
c=0.5;yil (1) =c;
for i=1:dim-1
yil (i+1)=yil (i)+(xdl (i+1)-xdl(i))*ydl (i) ;xil(i+1)=xdl (i)+(xdl (i+1)-
xdl(1))/2;
end
plot (xil,yil, 'k', 'LineWidth',1.5);%se genereaza curba 3
grid
xlabel ("Timp [s]"'")
ylabel ('Elongatii [ 1")

2 T T T T T T

: Secventa de mai sus
15¢ . . e . calculeaza si reprezinta
. | integrarea numerica a
b N ) ..... . e e 4 Semna|U|Ui reprezentat
‘ 3 : in curba 2 pe figura
08 , o | 1 13.5. Se foloseste
: 1 / constantd de integrare
: : egald cu 0,5. Rezultatul
; 2 | » integrarii este
i ; r : : 1 reprezentat in curba 3 pe
figura 13.5.
Curba 2 provine din
derivarea  curbei 1.
: : Curba 3 provine din
2 : i ‘ J . i integrarea curbei 2.

[¢] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 . . n
Timp [s] Practic, ignorand efectul

Figura 13.5 llustrare grafica a integrarii numerice a unui semnal constantei de integrare
simulat (I).

Elongatii [ ]
o
|

curbele 1 si 3 coincid
(actualmente curba 3 este translata fatd de curba 1 cu constanta de integrare). Aspectul
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este evident daca se ruleaza programul prescriind valoarea nuld a constantei de integrare

(substituind instructiunea ¢=0.5; CU instructiunea c=0;).

Programul anterior este disponibil in folderul cursului (in fisierul figl3p5 din folderul

Fig.13.5).

Acesta este cel mai bun argument privind corectitudinea algoritmului de integrare propus

anterior.

Revenind la figura 13.3, sd observam ca dacd curba 2 a fost obtinutd prin derivare
numerica a curbei 1 atunci este evident faptul ca prin integrarea numerica a curbei 2 trebuie sa se

obtind curba 1. Aspectul este reliefat prin rularea programului Matlab:

Program de ilustrare a integrarii numerice prin simulare (II)

clear all;
close all;

k=1;

for 1=0:0.001:4

if i<=1;y(k)=10;else end

if i>1;1if i<=2;y(k)=-10;else end;else end

if i>2;1if i<=3;y(k)=10;

x (k)=1i;k=k+1;
end

plot (x,y,'k', 'LineWidth',1);
hold on;diml=size(x);dim=diml

for i=1:dim-1

(2

else end;else end
if i>3;y(k)=-10;else end;

deseneaza semnalul de integrat, curba 1
);c=.0;yil (1)=c;

yil (i+1)=yil(i)+(x(i+1)-x(1))*y(1);xil (i+1)=x(i)+(x(i+1)-x(1))/2;

end

plot(xil,yil,'k','LineWidth',1.5);%deseneaza semnalul integrat, curba 2

grid

15 T T

10

Elongatii [ ]
o

Figura 13.6 llustrare grafica a integrarii numerice a unui semnal simulat

1.5

2
Timp [s]

().

3.5

xlabel ('Timp
[s]1");

ylabel ('Elongat
it [ 1)

axis ([0 4 -15
157)

Evident,  conform
figurii 13.6,
integrarea unui

semnal rectangular
simetric produce un
semnal rampa/panta
(aici cu constanta de
integrare este nula).

Programul de mai
sus este disponibil §i
in foderul Fig.13.6.

Cititorul interesat
poate exersa si alte
oportunitati ale
integrarii numerice.



De exemplu, referitor la figura 13.4, se poate incerca obtinerea curbei 1 (de descriere a evolutiei
vitezei unghiulare) prin integrarea numerica a curbei 2 (de descriere a acceleratiei unghiulare).



